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Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ïðèìåíåíèè îïåðàòîðà òðàí-
çèòèâíîãî çàìûêàíèÿ äëÿ ôîðìóë ñ îäíîé ôóíêöèåé ñëåäîâàíèÿ è ïðå-
äèêàòàìè äåëèìîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè äîïóñòêàòü îïåðàòîð òðàíçè-
òèâíîãî çàìûêàíèÿ õîòÿ áû ïî äâóì ïàðàì ïåðåìåííûõ, òåîðèÿ ñòàíî-
âèòñÿ íåðàçðåøèìîé. Äëÿ ôîðìóë, ñîäåðæàùèõ òðàíçèòèâíîå çàìûêà-
íèå ïî îäíîé ïàðå ïåðåìåííûõ, ïîñòðîåíû ýêâèâàëåíòíûå àíàëîãè, íå
ñîäåðæàùèå îïåðàòîðà òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ.

We investigate transitive closure operator on formulas with successor
function and divisibility predicates. We prove that transitive closure
operator on two or more pairs of vaiables makes theory undecidable. We
build equivalent analog without transitive closure operator for fomulas
containing only transitive closure operator on one pair of variables.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàçðåøèìîñòü, òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå.
Keywords: decidability, transitive closure.

Ââåäåíèå

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè � ýòî âîïðîñ, ñôîðìóëèðîâàííûé â
ðàìêàõ ôîðìàëüíîé ñèñòåìû è òðåáóþùèé ïîëîæèòåëüíîãî èëè îòðèöàòåëüíî-
ãî îòâåòà, âîçìîæíî, â çàâèñèìîñòè îò ïðåäëîæåííûõ âõîäíûõ äàííûõ. Çàäà÷à î
ðàçðåøèìîñòè òåîðèè ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó àëãîðèòìà, îïðåäåëÿþùåãî ïî ôîðìóëå,
ïðèíàäëåæèò ëè îíà äàííîé òåîðèè èëè íåò. Èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè àðèôìå-
òè÷åñêèõ òåîðèé � îäíà èç öåíòðàëüíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî òåîðèÿ àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìîëîäîé íàóêîé, ê íàñòîÿùå-
ìó âðåìåíè áûëî ïîëó÷åíî ìíîæåñòâî ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðàçðåøèìîñòüþ
è íåðàçðåøèìîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèé.

Îäíè èç ïåðâûõ ïðèìåðîâ äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè òåîðèé íàéäåíû
×åð÷åì (ñì. [5], [6], [7]) è Ðîññåðîì (ñì. [10]). Ïîñëåäíèì áûëà äîêàçàíà íåðàç-
ðåøèìîñòü àðèôìåòèêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìî-
ñòè àðèôìåòèêè ïîÿâèëîñü ìíîæåñòâî ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðàçðåøèìîñòüþ

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíòû 13-01-00382 è 13-01-00643.
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ðàçëè÷íûõ òåîðèé. Â 1929 ãîäó Ïðåñáóðãåðîì áûëî äîêàçàíî, ÷òî àðèôìåòèêà áåç
óìíîæåíèÿ ðàçðåøèìà (ñì. [5],[9]). Â äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ôàêòà áûë èñïîëüçîâàí
ìåòîä ýôôåêòèâíîé ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ: ïî çàäàííîé ôîðìóëå, ýôôåêòèâíî
ñòðîèòñÿ íîâàÿ, ýêâèâàëåíòíàÿ èñõîäíîé ôîðìóëà, íå ñîäåðæàùàÿ êâàíòîðîâ. Òà-
êèì îáðàçîì ìîæíî ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ áåñêâàíòîðíûõ ôîðìóë, èñòèííîñòü
êîòîðûõ óñòàíàâëèâàåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè. Òàêæå áûë ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ,
íà íàñòîÿùèé ìîìåíò óæå ñ÷èòàþùèõñÿ êëàññè÷åñêèìè. Òåîðèÿ âåùåñòâåííî çà-
ìêíóòûõ ïîëåé ðàçðåøèìà (ñì. [2],[11]), òåîðèÿ áóëåâûõ àëãåáð ðàçðåøèìà (ñì
[12]). Â [1] ïðèâåäåí öåëûé ðÿä ðåçóëüòàòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ îòå÷åñòâåííûì ìà-
òåìàòèêàì, î ðàçðåøèìîñòè è íåðàçðåøèìîñòè òåîðèé.

Â ðàáîòàõ [3] è [4] ðàññìàòðèâàþòñÿ îáîãàùåíèÿ àðèôìåòèêè Ïðåñáóðãåðà
ôóíêöèÿìè, ñîãëàñîâàííûìè ñî ñëîæåíèåì, à òàêæå ðåäêèìè ïðåäèêàòàìè. Äîêà-
çàíî, ÷òî îáà âàðèàíòà ÿâëÿþòñÿ ðàçðåøèìûìè. Àêòèâíîå èññëåäîâàíèå îïåðàòîðà
òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ è åãî ñâîéñòâ íà÷àëîñü â ðàáîòå [8].

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè òåîðèè, ñîäåðæàùåé
ôóíêöèþ ñëåäîâàíèÿ, îïåðàòîð òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ è ïðåäèêàòû äåëèìî-
ñòè. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âûÿñíåíèå óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåìàÿ
òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé. Â ñëó÷àå, êîãäà ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû, ñòðîèò-
ñÿ ïðîöåäóðà, ïîçâîëÿþùàÿ äëÿ ôîðìóë ðàçëè÷íîé ñëîæíîñòè ïîñòðîèòü ýêâèâà-
ëåíòíûå ôîðìóëû, óæå íå ñîäåðæàùèå îïåðàòîðà òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ.

1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí ¾ÿçûê¿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìíîæå-
ñòâà íåëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ. Ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ñëåäóþùèå: ¬,∨,∧,∃,∀,=, (, ), T (ñ íèæíèìè èíäåêñàìè)

Îïðåäåëåíèå 2. ßçûê L ñîäåðæèò:

• ñ÷åòíî�áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, îáîçíà÷àþòñÿ ëàòèíñêèìè
áóêâàìè, âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè;

• îäíîìåñòíûé ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë s;

• ñèìâîë 0.

Îïðåäåëèì ÿçûê L′, ÿâëÿþùèéñÿ ðàñøèðåíèåì ÿçûêà L è ñîäåðæàùèé ïîìèìî
ñèìâîëîâ ÿçûêà L òàêæå

• ñ÷åòíî�áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî óíàðíûõ ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ Di, i =
1, 2, . . .

• äâóõìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë <.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôîðìóëû ñòðîÿòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì çà èñêëþ÷åíèåì îïå-
ðàòîðà òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü ψ (x, y) � ôîðìóëà, ïðè ýòîì íàáîðû ïåðåìåííûõ x, y
ñîâïàäàþò ïî êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ, íå ïåðåñåêàþòñÿ è ñîñòîÿò èç ïåðåìåííûõ,
ñâîáîäíî âõîäÿùèõ â ψ.

Òîãäà Tx,y (ψ (x, y)) � òàêæå ôîðìóëà, íàçûâàåìàÿ òðàíçèòèâíûì çàìûêà-
íèåì ôîðìóëû ψ (x, y) ïî ïåðåìåííûì x, y.
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Çàìå÷àíèå 1. Äàëåå â ôîðìóëàõ ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ ñêîáêè, îòëè÷íûå îò êðóãëûõ,
êîòîðûå ïðèçâàíû ñäåëàòü ôîðìóëû áîëåå ïðîñòûìè äëÿ ÷òåíèÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ èíòåðïðåòàöèÿ I. Åå îáëàñòüþ ÿâëÿþòñÿ öåëûå
÷èñëà, òî åñòü êàæäîé ïåðåìåííîé ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî.
Çäåñü è äàëåå â ðàáîòå I(x) � ýëåìåíò èíòåðïðåòàöèè, ïðèïèñûâàåìûé ïåðåìåííîé
x. I ïðèïèñûâàåò ñèìâîëó 0 íóëü, ñèìâîëó s � ôóíêöèþ ïðèáàâëåíèÿ åäèíèöû.
Òàêæå I äàåò îïðåäåëÿåò èñòèííîñòü áåñêîíå÷íî ìíîãèõ îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàò-
íûõ ñèìâîëîâ D2, D3, . . . , Dn, . . . : I ïðåäïèñûâàåò, ÷òî Dn(x) èñòèííî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà n äåëèò I(x). Òàêæå I ïðåäïèñûâàåò, ÷òî x < y äîëæíî áûòü
èñòèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I(x) ìåíüøå I(y), x = y äîëæíî áûòü èñòèííî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I(x) ðàâíî I(y).

Îïðåäåëåíèå 4. Ñ÷èòàåì Tx,y (ψ (x, y)) èñòèííûì, åñëè I(x) = I(y) èëè åñ-
ëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàáîðîâ ýëåìåíòîâ îáëàñòè èíòåðïðåòàöèè
a1, . . . , an, òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî

ψ(a1, a2) ∧ ψ(a2, a3) ∧ · · · ∧ ψ(an−1, an) ∧ I(x) = a1 ∧ I(y) = an.

Çàìå÷àíèå 2. ÏðåäèêàòD1(x) èñòèíåí äëÿ ëþáîãî x, òàê êàê âñÿêîå ÷èñëî äåëèòñÿ
íà 1 áåç îñòàòêà.

Îïðåäåëåíèå 5. Ñîâîêóïíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, . . . , an è ôîðìóëû

ψ(x1, x2) ∧ ψ(x2, x3) ∧ · · · ∧ ψ(xn−1, xn) ∧ x = x1 ∧ y = xn

òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíî

ψ(a1, a2) ∧ ψ(a2, a3) ∧ · · · ∧ ψ(an−1, an) ∧ I(x) = a1 ∧ I(y) = an

áóäåì íàçûâàòü öåïî÷êîé îò x äî y ñî çâåíîì ψ. Áóäåì íàçûâàòü a1, . . . , an
óçëàìè öåïî÷êè. Òàêæå â òàêîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà ψ âõî-
äèò â öåïî÷êó. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òàêàÿ öåïî÷êà ïîäòâåðæäàåò èñòèííîñòü
Tx,y (ψ (x, y)) .

Îáîçíà÷èì ñ ïîìîùüþ Th òåîðèþ, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ìíîæåñòâî èñòèí-
íûõ â èíòåðïðåòàöèè I ôîðìóë íà îïèñàííîì ÿçûêå. Ìû áóäåì èçó÷àòü ðàçðåøè-
ìîñòü òåîðèè Th ñ îïåðàòîðîì òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1. Òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå Tx,y (ψ (x, y)) èñòèííî òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò öåïî÷êà îò x äî y ñ øàãîì (çâåíîì) ψ (x, y), ïîäòâåð-
æäàþùàÿ åãî èñòèííîñòü.

Îïðåäåëåíèå 6. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç sk(x) ìíîãîêðàòíîå ïðèìåíåíèå s:
s(s(. . . s︸ ︷︷ ︸

k ðàç

(x) . . . ).

Çàìå÷àíèå 3. Â ôîðìóëàõ âèäà x = sk(y) áóäåì äîïóñêàòü îòðèöàòåëüíûå k. Òàê,
ôîðìóëà âèäà x = s−k(y), ãäå k > 0, ÿâëÿåòñÿ îáîçíà÷åíèåì äëÿ sk(x) = y.
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2. Íåðàçðåøèìûé ñëó÷àé

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ òåîðèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé.
Ïîêàæåì, ÷òî åñëè òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå ïðîèçâîäèòñÿ õîòÿ áû ïî äâóì ïàðàì
ïåðåìåííûõ, òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ íåðàçðåøèìàÿ òåîðèÿ. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 4. Ýêâèâàëåíòíîñòü ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ýêâèâàëåíòíîñòè â òåîðèè T .

Òåîðåìà 1. Ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ ïî äâóì ïàðàì
ïåðåìåííûõ ìîæíî âûðàçèòü ñëîæåíèå ÷åðåç îïåðàöèþ s � ïðèáàâëåíèå åäèíè-
öû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî x = y + u òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñòèííà
ôîðìóëà ∃v(T(x,u),(y,v)((x = s(y) ∧ u = s(v)) ∧ v = 0)

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó ψ ≡ (x = s(y) ∧ u = s(v)). Ðàññìîòðèì òðàíçèòèâíîå
çàìûêàíèå ýòîé ôîðìóëû ïî x, y è u, v. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, T(x,u),(y,v)(ψ) èñ-
òèííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñòèííà ôîðìóëà, óòâåðæäàþùàÿ ñóùåñòâî-
âàíèå óçëîâ öåïî÷êè, ïîäòâåðæäàþùåé èñòèííîñòü îïåðàòîðà òðàíçèòèâíîãî çà-
ìûêàíèÿ(äëÿ íåêîòîðîãî n). Òîãäà çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ñî-
îòíîøåíèåì: I(x) − I(y) = I(u) − I(v). Â òàêîì ñëó÷àå, âçÿâ I(v) = 0, ïîëó÷èì
I(x)− I(y) = I(u), òî åñòü x = y + u èñòèííà.

Â äðóãóþ ñòîðîíó, ïóñòü äåéñòâèòåëüíî x = y+u. Ðàññìîòðèì ∃v(T(x,u),(y,v)(ψ)∧
v = 0). Ïóñòü I(x) = a, I(u) = b, I(y) = c, I(v) = 0, òîãäà I(x) = I(y) + I(u), òî åñòü
a = c + b. Â êà÷åñòâå óçëîâ öåïî÷êè, ïîäòâåðæäàþùåé òàíçèòèâíîå çàìûêàíèå,
ãîäÿòñÿ ïàðû (a, b), (a− 1, b− 1), . . . , (a− b, 0), ïðè÷åì c = a− b.

Òåîðåìà 2. Ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ ïî äâóì ïàðàì
ïåðåìåííûõ ìîæíî âûðàçèòü óìíîæåíèå ÷åðåç ñëîæåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó ∃y∃v(T(x,u),(y,v)((x = z + y ∧ u = s(v))) ∧
(v = 0) ∧ (y = 0)). Äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè äàííîé ôîðìóëû ôîðìóëå
x = zu îñíîâûâàåòñÿ íà òîì, ÷òî äàííîé òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå èñòèííî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà I(x)−I(y) = I(z)(I(u)−I(v)). Âçÿâ I(y) = 0, I(v) = 0, ïîëó÷èì
I(x) = I(z)I(u). Äîêàçàòåëüñòâî â îáðàòíóþ ñòîðîíó ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ
â òåîðåìå 1.

Ïîêàçàíî, ÷òî â äàííîé òåîðèè âûðàæàþòñÿ îäíîâðåìåííî ñëîæåíèå è óìíîæå-
íèå, çíà÷èò, ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà íåðàçðåøèìà, òàê êàê íåðàçðåøèìà àðèôìåòèêà
ñî ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì(ñì. [5]).

3. Ðàçðåøèìûé ñëó÷àé

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå áåðåòñÿ òîëüêî îäíîé ïàðå
ïåðåìåííûõ.

Çàìå÷àíèå 5. Ïîñêîëüêó òåîðèÿ ñëåäîâàíèÿ äîïóñêàåò ýëèìèíàöèþ êâàíòîðîâ (ñì.
[5]), âñþäó äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî èìååì äåëî ñ áåñêâàíòîðíûìè ôîðìóëàìè.
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3.1 Ôîðìóëû ñ ðàâåíñòâàìè

Òåîðåìà 3. Ôîðìóëà Tx,y(x = sk(y)) ýêâèâàëåíòíà

(y ≤ x) ∧

(
k−1∨
i=0

Dk(si(x)) ∧Dk(si(y))

)
ïðè k > 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó Tx,y(x = sk(y)).Îíà èñòèííà òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà a1, . . . , an, ÷òî

a1 = a2 + k ∧ a2 = a3 + k ∧ · · · ∧ an−1 = an + k ∧ I(x) = a1 ∧ I(y) = an.

Âûðàçèì a1 ÷åðåç an, ïîëó÷èì, ÷òî a1 = an + k(n − 1). Òîãäà äëÿ ëþáîé èíòåð-
ïðåòàöèè ïåðåìåííûõ x, y äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ
íà k. È, î÷åâèäíî, â òàêîì ñëó÷àå, I(y) ≤ I(x). Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå Φ(x, y) ≡ (y ≤ x) ∧
(
k−1∨
i=0

(Dk(si(x)) ∧Dk(si(y))

)
Ïîêàæåì, ÷òî â îáðàòíóþ ñòîðîíó ñëåäîâàíèå òàêæå âûïîëíåíî. Ïóñòü Φ(x, y)

èñòèííà. Òîãäà èñòèííî y ≤ x è èñòèíåí îäèí èç ýëåìåíòîâ äèçúþíêöèè (î÷åâèäíî,
÷òî îäíîâðåìåííî äâà ýëåìåíòà èñòèííûìè áûòü íå ìîãóò).

Ïóñòü èñòèííî y ≤ x ∧
(
Dk(si(x)) ∧Dk(si(y))

)
äëÿ íåêîòîðîãî 0 ≤ i ≤ k − 1.

Òîãäà I(x)+ i = km1, I(y)+ i = km2, ïðè÷åì, m2 ≤ m1 â ñèëó òîãî, ÷òî I(y) ≤ I(x).
Ïóñòü m2−m1 = m. Òîãäà â êà÷åñòâå óçëîâ öåïî÷êè, ïîäòâåðæäàþùåé èñòèííîñòü
îïåðàòîðà òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ, ãîäÿòñÿ òî÷êè a1 = I(x), a2 = a1 − k, a3 =
a1 − 2k, . . . , am+1 = a1 −mk = I(y). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñòèííî òðàíçèòèâíîå çà-
ìûêàíèå Tx,y(x = sk(y)).

Çàìå÷àíèå 6. Ïðè k = 1 ìû ïîëó÷àåì ïðîñòî y ≤ x, òàê êàê äèçúþíêöèÿ áóäåò
ñîñòîÿòü èç îäíîãî åäèíñòâåííîãî èñòèííîãî ÷ëåíàD1(x)∧D1(y), ïîýòîìó åå ìîæíî
îïóñòèòü.

Òåïåðü ïîêàæåì, êàê ñëåäóåò ïîñòóïèòü ñ ôîðìóëîé, ñîäåðæàùåé äèçúþíê-
öèþ ïðåäëîæåíèé èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàæåì, êàê ïåðåéòè ê
ôîðìóëå, ñîäåðæàùåé òîëüêî áîëåå êîðîòêèå äèçúþíêöèè.

Òåîðåìà 4. Ôîðìóëà Tx,y
(
x = sk1(y) ∨ ψ(x, y)

)
ýêâèâàëåíòíà

Tx,y(ψ(x, y))︸ ︷︷ ︸
(1)

∨Tx,y
(
x = sk1(y)

)︸ ︷︷ ︸
(2)

∨∃z
(
Tx,z(x = sk1(z)) ∧ Tz,y(ψ(z, y))

)︸ ︷︷ ︸
(3)

,

ãäå ψ(x, y) ≡ (x = sk2(y) ∨ · · · ∨ x = skn(y))

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Tx,y
(
x = sk1(y) ∨ ψ(x, y)

)
èñòèííî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñó-

ùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùàÿ öåïî÷êà, ïîäòâåðæäàþùàÿ èñòèííîñòü îïåðàòîðà òðàí-
çèòèâíîãî çàìûêàíèÿ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â äèçúþíêöèè (x = sk1(y) ∨ · · · ∨ x =
skn(y)) âñå k1, . . . kn ðàçíûå. Â òàêîì ñëó÷àå, åñëè äèçúþíêöèÿ èñòèííà, òî èñòè-
íåí ðîâíî îäèí åå ÷ëåí. Ïåðåïèøåì ôîðìóëó â öåïî÷êå òàê, ÷òîáû âìåñòî âñåé
äèçúþíêöèè îñòàëñÿ òîëüêî èñòèííûé ÷ëåí.
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Òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå èñòèííî íà x, y, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I(x) =
m1k1+m2k2+· · ·+mnkn+I(y) äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåëm1, . . . ,mn. Íî â òàêîì ñëó÷àå,
ñóùåñòâóåò ÷èñëî ñ, òàêîå ÷òî c = I(x)−m1k1, åãî è ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå I(z).
Òîãäà èñòèííî Tx,z(x = sk1(z)), è I(z) = m2k2+· · ·+mnkn+I(y). Â ñèëó ïîñëåäíåãî
ðàâåíñòâà, ôîðìóëà Tz,y(ψ(z, y)) èñòèííà.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè â öåïî÷êå íåò íè îäíîãî âõîæäåíèÿ ôîðìóëû âèäà x =
sk(y), òî ýòà öåïî÷êà ïîäòâåðæäàåò èñòèííîñòü îïåðàòîðà òðàíçèòèâíîãî çàìûêà-
íèÿ äèçúþíêöèè, ýòîé ôîðìóëû íå ñîäåðæàùåé, òî åñòü èñòèííî (1). Åñëè ôîðìóëà
öåïî÷êè öåëèêîì ñîñòîèò òîëüêî èç ôîðìóë âèäà x = sk(y), òî áóäåò èñòèííà ôîð-
ìóëà (2). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå öåïî÷êà ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíî âõîæäåíèå x = sk(y)
è õîòÿ áû îäíî âõîæäåíèå ôîðìóëû, îòëè÷íîé îò íåå, çíà÷èò, êàê ïîêàçàíî âûøå,
èñòèííî (3). Ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò èñòèííîé è äèçúþíêöèÿ ôîðìóë (1)∨ (2)∨ (3).

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. Åñëè èñòèííà ôîðìóëà (1), òî
I(x) = m2k2+· · ·+mnkn+I(y) = 0k1+m2k2+· · ·+mnkn+I(y), ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò
îá èñòèííîñòè Tx,y

(
x = sk1(y) ∨ ψ(x, y)

)
.

Åñëè èñòèííà ôîðìóëà (2), òî I(x) = m1k1 +I(y) = m1k1 +0k2 + · · ·+0kn+I(y),
òîãäà èñòèííà ôîðìóëà Tx,y

(
x = sk1(y) ∨ ψ(x, y)

)
.

Åñëè æå èñòèííî (3), òî I(x) = m1k1 + I(z), I(z) = m2k2 + · · · + mnkn + I(y).
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî I(x) = m1k1 + m2k2 + · · · + mnkn + I(y) çíà÷èò, èñòèííî
Tx,y

(
x = sk1(y) ∨ ψ(x, y)

)
.

Çàìå÷àíèå 7. Â ïîëó÷åííîé ôîðìóëå ïîä òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì ñòîèò äèçú-
þíêöèÿ òîãî æå âèäà, ÷òî è â óñëîâèÿõ òåîðåìû, íî ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì ÷ëå-
íîâ.

Ëåììà 1. Ïóñòü ôîðìóëà ψ íå ñîäåðæèò âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ x, y. Òîãäà

ôîðìóëà Tx,y

(
(φ1 ∧ ψ) ∨

N∨
i=2

φi

)
ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå

(
ψ ∧ Tx,y

( N∨
i=1

φi

))
∨
(
¬ψ ∧ Tx,y

( N∨
i=2

φi

))
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, çàìåòèì, ÷òî èñòèííîñòü ψ íå çàâèñèò îò çíà÷å-
íèé x, y. Òîãäà åñëè ψ ëîæíî, òî â öåïî÷êå, ïîäòâåðæäàþùåé èñòèííîñòü èñõîäíîé
ôîðìóëû, íå ìîæåò áûòü âõîæäåíèé φ1. Åñëè æå ψ èñòèííà, òî òàêîå âõîæäåíèå
âîçìîæíî.

Òåïåðü ïîêàæåì, êàê ðàñêðûòü òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå â áîëåå îáùåì ñëó-
÷àå. Ïðèâåäåì ôîðìóëó ïîä òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì ê ÄÍÔ. Âûíåñåì èç-ïîä
îïåðàòîðà òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè, íå ñîäåðæàùèå
â ñåáå ïåðåìåííûõ, ïî êîòîðûì áåðåòñÿ òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå.

Îïðåäåëåíèå 7. Â äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå áóäåì íàçûâàòü äâå ïåðå-
ìåííûõ x, y ñâÿçàííûìè ðàâåíñòâîì, åñëè â ýòîé ÄÍÔ ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàð-
íàÿ êîíúþíêöèÿ, ñîäåðæàùàÿ ôîðìóëó âèäà x = sm(y).

Âñþäó äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå áåðåòñÿ ïî ïåðåìåí-
íûì x, y. Òîãäà, åñëè â ôîðìóëå íåò íè îäíîé ïåðåìåííîé, ñâÿçàííîé ðàâåíñòâîì
ñ x èëè y è îòëè÷íîé îò íèõ ñàìèõ, òî ïîëó÷àåì ñëó÷àé, îïèñàííûé â ïðåäûäóùåé
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òåîðåìå. Â ïðîòèâíîì æå ñëó÷àå ïîêàæåì, êàê óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî ñâÿçàííûõ
ðàâåíñòâîì ïåðåìåííûõ â ôîðìóëå.

Òåîðåìà 5. Òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå Tx,y(φ), ãäå φ ïðèâåäåíà â ÄÍÔ, ýêâèâà-
ëåíòíî ôîðìóëå, ãäå ïîä êàæäûì òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì ñòîèò ôîðìóëà,
ñîäåðæàùàÿ ìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ, ñâÿçàííûõ ðàâåíñòâîì ñ x, y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â êàæäîé ýëåìåíòàðíîé êîíüþíêöèè åñòü
òîëüêî îäíà ïåðåìåííàÿ, ñâÿçàííàÿ ñ x. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî èõ õîòÿ
áû äâå, òî åñòü êîíüþíêöèÿ èìååò âèä x = sk(y)∧x = sl(z)∧x = sm(u). Íî â òàêîì
ñëó÷àå åå ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê x = sk(y)∧x = sl(z)∧sl(z) = sm(u), òàêèì îáðàçîì
óñòðàíèâ ñâÿçü x è u.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñòèííî òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå âèäà

Tx,y
(
(x = sk1(y) ∧ x = sl(z)) ∨ ψ(x, y)

)
,

ãäå ψ � ôîðìóëà â ÄÍÔ íà ÿçûêå L. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò öåïî÷êà, ïîä-
òâåðæäàþùàÿ åãî èñòèííîñòü. Àíàëîãè÷íî ïðèåìó, ïðèìåíåííîìó â ïðåäûäóùåì
äîêàçàòåëüñòâå, âìåñòî âñåé ôîðìóëû áóäåì ïèñàòü â öåïî÷êå ëèøü èñòèííóþ åå
÷àñòü.

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó

Tx,y(ψ(x, y)) ∨ ∃u∃v
(
(Tx,u(ψ(x, u))) ∧ (u = sl(z)) ∧ (u = sk1(v)) ∧ (Tv,y(ψ(v, y)))

)
è ïîêàæåì åå ýêâèâàëåíòíîñòü èñõîäíîé ôîðìóëå.

Ïóñòü èñòèííà èñõîäíàÿ ôîðìóëà. Òîãäà åñëè â öåïî÷êå íåò âõîæäåíèé
φ(x, z) ≡ (x = sk1(y) ∧ x = sl(z)), òî ïîäîáíî ñëó÷àþ, îïèñàííîìó â ïðåäûäóùåì
äîêàçàòåëüñòâå, φ ìîæíî èñêëþ÷èòü. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè
èçâåñòíîì çíà÷åíèè I(x), à èìåííî I(x) = I(sl(z)). Ïðè ýòîì, åñëè â öåïî÷êå åñòü
íåñêîëüêî âõîæäåíèé φ, òî èõ ìîæíî çàìåíèòü íà îäíî ëèøü âõîæäåíèå. Îñòàâèì
âñå óçëû äî ïåðâîãî âõîæäåíèÿ φ, à òàêæå ïåðåïèøåì ïåðâîå âõîæäåíèå, çàòåì,
ïåðåïèøåì âñå óçëû, øåäøèå ïîñëå ïîñëåäíåãî âõîæäåíèÿ φ, ñîîòâåòñòâóþùèì îá-
ðàçîì ñêîððåêòèðîâàâ èíäåêñû. Ïîëó÷åííàÿ öåïî÷êà îñòàíåòñÿ èñòèííîé, òàê êàê
ïîñëå ïîñëåäíåãî âõîæäåíèÿ φ çíà÷åíèå x áûëî ðîâíî òî æå, ÷òî è ïîñëå ïåðâîãî.
Îäíàêî â ïîëó÷åííîé öåïî÷êå âõîæäåíèå φ áóäåò åäèíñòâåííûì.

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ïóñòü èñòèííà ïîñòðîåííàÿ íàìè ôîðìóëà. Åñëè èñòèííî
Tx,y(ψ(x, y)), òî èñòèííî è èñõîäíîå òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå. Åñëè æå âåðíà äðó-
ãàÿ ÷àñòü äèçúþíêöèè, òî ïîñòðîèì öåïî÷êó C, ñîñòîÿùóþ èç öåïî÷êè îò x äî u,
ôîðìóëû (u = sl(z)) ∧ (u = sk1(v)) è öåïî÷êè îò v äî y. Çàìåòèì, ÷òî C ãîäèòñÿ
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñòèííîñòè èñõîäíîãî îïåðàòîðà òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ.

Îñòàåòñÿ òîëüêî çàìåòèòü, ÷òî â ôîðìóëå ψ ïåðåìåííûõ, ñâÿçàííûõ ðàâåíñòâîì
ñ òåìè, ïî êîòîðûì áåðåòñÿ òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå, ìåíüøå.

Çàìå÷àíèå 8. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ îïèñàííóþ ïðîöåäóðó çàìåíû, ìîæíî
ïðèâåñòè ôîðìóëû ïîä òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì ê âèäó x = sk1(y)∨x = sk2(y)∨
· · · ∨ x = skn(y).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôîðìóëà íà ÿçûêå L íå ñîäåðæèò âëîæåííûõ òðàíçèòèâ-
íûõ çàìûêàíèé, òî ïðîöåäóðà îáðàáîòêè åå òàêîâà
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• äëÿ êàæäîé ôîðìóëû ïîä òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì ñòðîèì åå áåñêâàíòîð-
íûé ýêâèâàëåíò (ñì. [5]);

• ôîðìóëû ïîä êàæäûì òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì ïðèâîäèì ê ÄÍÔ;

• âûíîñèì èç-ïîä îïåðàòîðà òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèå òå ÷ëåíû, êîòîðûå íå
ñîäåðæàò ïåðåìåííûõ, ñâÿçàííûõ ñ x, y;

• ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàåì êîëè÷åñòâî ñâÿçàííûõ ðàâåíñòâîì ïåðåìåííûõ
óêàçàííûì âûøå îáðàçîì;

• ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàåì êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé â êàæ-
äîé èç ôîðìóë ïîä òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì;

• äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïîä òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì ñòîèò êîíüþíêöèÿ âèäà
x = sk(y) ∧ x = sl(y), k 6= l, çàìåíÿåì åå íà ëîæíóþ ôîðìóëó 0 = s(0), òàê
êàê òàê îïèñàííîå ñîîòíîøåíèå íåâûïîëíèìî;

• èíà÷å çàìåíÿåì ôîðìóëó âèäà Tx,y(x = sk(y)) íà ôîðìóëó âèäà (y ≤ x) ∧(
k−1∨
i=0

(Dk(si(x)) ∧Dk(si(y))

)
;

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ôîðìóëó íà ÿçûêå L′, äëÿ íåå èñòèííîñòü óñòàíàâëèâàåòñÿ
ñîãëàñíî [5].

3.2 Ïðåäèêàòû äåëèìîñòè

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ðàçðåøàþùåé ïðîöåäóðå äëÿ ôîðìóëû ÿçûêà L′,
ñîäåðæàùåé òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå. Íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà äåëèìîñòè.

1. Dm(x) ∧Dn(x) âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Dp(x),

2. Ïóñòü p = k′k. Òîãäà Dk(sm(x)) ýêâèâàëåíòíî
k′∨
i=0

Dp(s
m+ik(x)) , ïîëàãàåòñÿ,

÷òî 0 ≤ m ≤ k

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ âñÿêîãî k

p∧
i=1

Dmi(s
k(x)) ⇐⇒ Dr(s

k(x)), r = ÍÎÊ(m1, . . . ,mp).

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ôîðìóëû âèäà

N∨
i=1

x = ski(y) ∧Ψi1(x) ∧Ψi2(y),

ãäå

Ψi1(x) ≡
ri∧
j=1

Duij (s
mij (x)); Ψi2(y) ≡

di∧
j=1

Dlij (s
nij (y))
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ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëà âèäà
N ′∨
i=1

x = sk
′
i ∧Dp(s

fi(x)).

Çäåñü p = ÍÎÊ({ui, i = 1, N} ∪ {li, i = 1, N}), ui = ÍÎÊ{uij , j = 1, ri}, li =
ÍÎÊ{lij , j = 1, di}

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ïîìîùè ðåçóëüòàòà ñëåäñòâèÿ 1 ïðèâîäèì ôîðìóëû Ψi1 è
Ψi2 ê âèäó Dui(x) è Dli(y) ñîîòâåòñòâåííî. Çàòåì ïðè ïîìîùè âòîðîãî ñâîéñòâà
ïðèâîäèì âñå îãðàíè÷åíèÿ äåëèìîñòè ê âèäó äåëèìîñòè íà p, ïîñëå â îãðàíè÷åíèÿõ
äåëèìîñòè âûïîëíÿåì çàìåíó: âûðàçèì y ÷åðåç x è ïðèâîäèì ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó
ê ÄÍÔ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî x ìîæåò ñóùåñòâîâàòü åäèíñòâåííûé îñòà-
òîê îò äåëåíèÿ x íà p, ïîýòîìó òå ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè, ãäå ïðèñóòñòâóþò
íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèé äåëèìîñòè, ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííî ëîæíûìè,
èç äèçúþíêöèè èõ ìîæíî èñêëþ÷èòü. Îñòàíóòñÿ òîëüêî òå ýëåìåíòàðíûå êîíú-
þíêöèè, êîòîðûå èìåþò âèä, óêàçàííûé â äàííîì ñëåäñòâèè.

Ëåììà 2.
x < sk(y) ∧ x = sl(y) ⇐⇒ x = sl(y) ∧ l < k

x < sk(y) ∧ y = sl(x) ⇐⇒ y = sl(x) ∧ sk(l) > 0

Äîêàçàòåëüñòâî. x < sk(y) ∧ x = sl(y) îçíà÷àåò x < y + k è x = y + l, ÷òî, â ñâîþ
î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî y+ l < y+ k, òî åñòü l < k. Â ñâîþ î÷åðåäü x = sl(y)∧ l < k
îçíà÷àåò x = y + l è l < k, ñëåäîâàòåëüíî y + l < y + k, ñëåäîâàòåëüíî x < y + k.
Âòîðàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåîðåìà 6. Äëÿ ôîðìóëû Tx,y (χ), ãäå χ èìååò âèä x = sk(y) ∧ Dp(s
m(x)), ñó-

ùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëà, íå ñîäåðæàùàÿ îïåðàòîðà òðàíçèòèâíîãî
çàìûêàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü ïîëàãàåòñÿ, ÷òî k > 0. Äëÿ ñëó÷àÿ k < 0 äîêàçàòåëüñòâî
àíàëîãè÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà íåðàâåíñòâà. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó χ′ âèäà

χ(x, y) ∨

(
y ≤ x ∧

k−1∨
i=0

(
Dk(si(x)) ∧Dk(si(y)

)
︸ ︷︷ ︸

(1)

∧Dp(s
m(x)) ∧Dp(k)

)

è äîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü ýòîé ôîðìóëû è Tx,y(χ).
Ïóñòü èñòèííà χ′. Åñëè ïðè ýòîì èñòèííà χ(x, y), òî ñóùåñòâóåò öåïî÷êà, êîòî-

ðàÿ ãîäèòñÿ â êà÷åñòâå öåïî÷êè, ïîäòâåðæäàþùåé èñòèííîñòü Tx,y(χ), åå óçëàìè
áóäóò I(x) è I(x)− k.

Ïóñòü òåïåðü èñòèííà ïðàâàÿ ÷àñòü äèçúþíêöèè. Òîãäà â ñèëó èñòèííîñòè (1)
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, . . . , an òàêàÿ, ÷òî a1 = I(x),ai = ai+1 + k, an =
I(y). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû (ai, ai+1) âåðíî χ(ai, ai+1) èíäóêöèåé ïî i.

Áàçèñ. i = 1, a1 = I(x) = a2 + k. Èç èñòèííîñòè Dp(s
m(a1)) è I(x) = a2 + k

ñëåäóåò èñòèííîñòü χ(a1, a2).
Øàã. Ïóñòü äëÿ âñåõ i < n äîêàçàíî, äîêàæåì äëÿ i = n. Ïî èíäóêöèîííîìó

ïðåäïîëîæåíèþ, χ(an−1, an) èñòèííà, çíà÷èò, Dp(s
m(an−1)), à ïîñêîëüêó Dp(k),

òî è Dp(s
m(an−1)). Ïðè ýòîì an = an+1 + k, òî åñòü èñòèííà χ(an, an+1). Òàêèì

îáðàçîì, ñóùåñòâóåò öåïî÷êà, ïîäòâåðæäàþùàÿ èñòèííîñòü Tx,y(χ).
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Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ïóñòü èñòèííà Tx,y(χ). Ïóñòü ñîîòâåòñòâóþùàÿ öåïî÷êà
èìååò äâà óçëà, òîãäà èñòèííà χ(x, y), òàêàÿ öåïî÷êà ãîäèòñÿ â êà÷åñòâå ïîäòâåð-
æäàþùåé èñòèííîñòü Tx,y(χ), åå óçëàìè áóäóò I(x) è I(x)− k.

Ïóñòü òåïåðü öåïî÷êà èìååò 2 çâåíà èëè áîëåå. Äîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü èí-
äóêöèåé ïî äëèíå öåïî÷êè.

Áàçèñ. Ïóñòü öåïî÷êà èìååò äâà çâåíà, òî åñòü èìååò ìåñòî

χ(a1, a2) ∧ χ(a2, a3) ∧ I(x) = a1 ∧ I(y) = a3.

Òîãäà

a1 = a2 + k ∧Dp(s
m(a1)) ∧ a2 = a3 + k ∧Dp(s

m(a2)) ∧ I(x) = a1 ∧ I(y) = a3

èñòèííà. Îòñþäà ñëåäóåò èñòèííîñòü (1).
Çàìåòèì, ÷òî èñòèííî Dp(s

m(a1)) è Dp(s
m(a2)), òî åñòü èñòèííî Dp(s

m+k(a2))
è Dp(s

m(a2)). Çíà÷èò, a2 +m = a′2p è a2 +m+ k = a′′2p äëÿ íåêîòîðûõ a
′
2 è a

′′
2 , òî

åñòü k = p(a′′2 −a′2), ÷òî îçíà÷àåò èñòèííîñòü Dp(k). Òàêèì îáðàçîì, èñòèííà ëåâàÿ
÷àñòü äèçúþíêöèè, âõîäÿùåé â χ′, çíà÷èò, èñòèííà χ′.

Øàã. Ïóñòü äëÿ âñåõ öåïî÷åê äëèíû, ìåíüøåé n, óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Ðàñ-
ñìîòðèì öåïî÷êó äëèíû n òàêóþ, ÷òî

χ(a1, a2) ∧ · · · ∧ χ(an−2, an−1) ∧ χ(an−1, an) ∧ I(x) = a1 ∧ I(y) = an.

Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ

an−1 ≤ I(x) ∧Dp(s
m(a1)) ∧Dp(k) ∧

k−1∨
i=0

(
Dk(si(a1)) ∧Dk(si(an−1))

)
.

Â ñèëó òîãî, ÷òî an−1 = an + k, ïîëó÷àåì, ÷òî âûïîëíåíî

an ≤ a1 ∧Dp(s
m(a1)) ∧Dp(k) ∧

k−1∨
i=0

(
Dk(si(a1)) ∧Dk(si(an))

)
.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî îçíà÷àåò èñòèííîñòü χ′.

Ââåäåì ðÿä îáîçíà÷åíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 9. Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå ñ÷èòàåì, ÷òî ïîä òðàíçèòèâíûì çàìûêàíè-

åì ñòîèò ôîðìóëà âèäà
N∨
i=1

x = ski(y) ∧Dp(s
mi(x))

Îïðåäåëåíèå 8. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå êîíñòàíòû:

K = max{|ki|, i = 1, N}, L = pÍÎÊ{d : d ≤ K}, L′ = pK

Îïðåäåëåíèå 9. Ðàññìîòðèì Tx,y(Φ(x, y)), ïóñòü ýòà ôîðìóëà èñòèííà. Ðàñ-
ñìîòðèì íåêîòîðóþ öåïî÷êó, ïîäòâåðæäàþùóþ ýòó èñòèííîñòü, à èìåííî �
åå óçëû a1, . . . , an. Âñå îíè èìåþò íåêîòîðûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà L. Ïðè ïî-
ìîùè Tmx,y(Φ(x, y)) îáîçíà÷èì ñëåäóþùåå óñëîâèå: èñòèííî Tx,y(Φ(x, y)) è ñóùå-
ñòâóåò öåïî÷êà, ïîòâåðæäàþùàÿ èñòèííîñòü Tx,y(Φ(x, y)) òàêàÿ, ÷òî åå óçëû
a1, . . . , an èìåþò ðîâíî m ðàçëè÷íûõ îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà L, êîòîðûå ïîâòî-
ðÿþòñÿ.
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Çàìå÷àíèå 10. Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ öåïî÷êè áåç öèêëîâ, òî åñòü òàêèå, â êî-
òîðûõ íåò ðàâíûõ óçëîâ, èìåþùèõ ðàçíûå íîìåðà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè åñòü öåïî÷êà ñ öèêëîì, òî åå ìîæíî óïðîñòèòü, óáðàâ âñþ ÷àñòü
ìåæäó ïîâòîðÿþùèìèñÿ óçëàìè.

Îòìåòèì òðèâèàëüíóþ ýêâèâàòåíòíîñòü

Ïðåäëîæåíèå 2. Tx,y(Φ(x, y)) ýêâèâàëåíòíî
L∨

m=0
Tmx,y(Φ(x, y))

Ïðîâåäåì òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ðàññìàòðèâàåìîé ôîðìóëû, ïîëó÷èì ôîðìóëó

L∨
m=0

Tmx,y

(
N∨
i=1

x = ski(y) ∧Dp(s
mi(x))

)
.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà çíàêè âñåõ ki ñîâïàäàþò.

Òåîðåìà 7. Äëÿ âñÿêîãî 0 ≤ r ≤ L äëÿ óñëîâèÿ âèäà

T rx,y

(
N∨
i=1

x = ski(y) ∧Dp(s
mi(x))

)
,

ãäå âñå ki èìåþò îäèí è òîò æå çíàê, ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëà, íå
ñîäåðæàùàÿ îïåðàòîðà òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì T rx,y

(
N∨
i=1

x = ski(y) ∧Dp(s
mi(x))

)
äëÿ íåêîòîðîãî

0 ≤ r ≤ L, è èíäóêöèåé ïî r ïîñòðîèì ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëû.

Îáîçíà÷èì Ψ(x, y) ≡
(
N∨
i=1

x = ski(y) ∧Dp(s
mi(x))

)
Áàçèñ. Ïóñòü r = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîðìóëà T 0

x,y (Ψ(x, y)) èñòèííà, è ðàñ-
ñìîòðèì öåïî÷êó, ïîäòâåðæäàþùóþ åå èñòèííîñòü. Òàê êàê r = 0, ïîâòîðîâ îñòàò-
êîâ â òàêîé öåïî÷êå íåò, çíà÷èò, âñå a1, . . . , an èìåþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå îñòàòêè
îò äåëåíèÿ íà L. Òîãäà n ≤ L, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, íåïðåìåííî áû áû
ïîâòîð (ðàçëè÷íûõ îñòàòêîâ âñåãî L). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òàêàÿ öåïî÷êà íå ìîæåò
èìåòü áîëüøå L− 1 çâåíà. Ïîñêîëüêó ðàçëè÷íûõ çâåíüåâ êîíå÷íîå ÷èñëî, òî öåïî-
÷åê äëèíû ñ êîëè÷åñòâîì çâåíüåâ íå áîëåå L−1 òàêæå êîíå÷íîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì
öåïî÷êè ñ êîëè÷åñòâîì çâåíüåâ j è çàíóìåðóåì êàê-ëèáî âñå òàêèå öåïî÷êè îò x
äî y, ïóñòü òàêèõ öåïî÷åê âñåãî nj .

Ïî öåïî÷êå Cij ñ êîëè÷åñòâîì çâåíüåâ j, èìåþùåé íîìåð i, ïîñòðîèì ôîðìóëó.
Ðàññìîòðèì ôîðìóëó â ýòîé öåïî÷êå, ïóñòü îíà èìååò âèä

ψi1(x1, x2) ∧ ψi2(x2, x3) ∧ · · · ∧ ψij (xj , xj+1) ∧ x = x1 ∧ y = xj+1.

Ïðåäâàðèì ýòó ôîðìóëó êâàíòîðàìè ñóùåñòâîâàíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∃x1, . . . ,∃xj+1

(
ψi1(x1, x2) ∧ ψi2(x2, x3) ∧ · · · ∧ ψij (xj , xj+1) ∧ x = x1 ∧ y = xj+1

)
.



112 ÇÎËÎÒÎÂ À.Ñ.

Îáîçíà÷èì òàêóþ ôîðìóëó φij(x, y). Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà φij(x, y) óòâåð-
æäàåò ñóùåñòâîâàíèå öåïî÷êè îò x äî y îãðàíè÷åííîé äëèíû. Òîãäà â ñèëó âû-

øåñêàçàííîãî èç èñòèííîñòè T 0
x,y (Ψ(x, y)) ñëåäóåò èñòèííîñòü

L∨
j=1

nj∨
i=1

φij . Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, èç èñòèííîñòè ëþáîé èç φij ñëåäóåò èñòèííîñòü T
0
x,y (Ψ(x, y)).

Øàã. Ïóñòü äëÿ âñåõ i < r ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëû ïîñòðîåíû, ïîñòðîèì ýê-
âèâàëåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ r. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó

∃z1∃z2

( (3)︷ ︸︸ ︷∨
i+j≤r−1;i,j>0

( (
T ix,z1 (Ψ(x, z1))

)︸ ︷︷ ︸
(1)

∧
(
T jz2,y (Ψ(z2, y))

)︸ ︷︷ ︸
(2)

)
∧

∧
L−1∨
j=0

(
DL(sj(z1)) ∧DL(sj(z2))

)
︸ ︷︷ ︸

(4)

∧
p∨
j=1

tj∨
i=1

Tz1,z2 (ηij(z1, z2))︸ ︷︷ ︸
(5)

)
.

Çäåñü ηij(z1, z2) óñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå öåïî÷êè
ñî çâåíüÿìè èç äèçúþíêöèè, ñòîÿùåé ïîä èñõîäíûì òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì,
è ñ êîëè÷åñòâîì çâåíüåâ íå áîëåå p (êàê ñëåäñòâèå, ñ ñóììîé äëèí çâåíüåâ ki,
íå ïðåâîñõîäÿùåé L′). Äàëåå ðàññìîòðèì òàêèå öåïî÷êè äëèíû j è êàê-ëèáî èõ
ïðîíóìåðóåì, ïóñòü òàêèõ öåïî÷åê tj . Ïî öåïî÷êå Cij ñ êîëè÷åñòâîì çâåíüåâ j,
èìåþùåé íîìåð i ïîñòðîèì ôîðìóëó. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó â ýòîé öåïî÷êå, ïóñòü
îíà èìååò âèä

ψi1(x1, x2) ∧ ψi2(x2, x3) ∧ · · · ∧ ψij (xj , xj+1) ∧ x = x1 ∧ y = xj+1.

Ïðåäâàðèì ýòó ôîðìóëó êâàíòîðàìè ñóùåñòâîâàíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∃x1, . . . ,∃xj+1

(
ψi1(x1, x2) ∧ ψi2(x2, x3) ∧ · · · ∧ ψij (xj , xj+1) ∧ x = x1 ∧ y = xj+1

)
.

Îáîçíà÷èì òàêóþ ôîðìóëó ηij(x, y). Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà ηij(z1, z2) óòâåðæäàåò
ñóùåñòâîâàíèå öåïî÷êè îò z1 äî z2 îãðàíè÷åííîé äëèíû. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ïîñëå
ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ êàæäàÿ èç ôîðìóë ηij èëè îêàæåòñÿ òîæäåñòâåííî ëîæíîé,
ëèáî ïðèìåò âèä x = skij (y) ∧DL(smij (x)) äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò kij è mij .

Èç èñòèííîñòè ýòîé ôîðìóëû òðèâèàëüíî ñëåäóåò èñòèííîñòü îïåðàòîðà òðàí-
çèòèâíîãî çàìûêàíèÿ, òàê êàê åñòü ïóòü îò x, äî z1, îò z1 äî z2 è îò z2 äî y, çíà÷èò,
åñòü ïóòü è îò x äî y.

Ïîêàæåì ñëåäîâàíèå â äðóãóþ ñòîðîíó. Ïóñòü èñòèííî T rx,y (Ψ(x, y)), çíà÷èò, ñó-
ùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùàÿ öåïî÷êà, ïîäòâåðæäàþùàÿ èñòèííîñòü îïåðàòîðà òðàí-
çèòèâíîãî çàìûêàíèÿ, ïðè÷åì, â óçëàõ ýòîé öåïî÷êè åñòü ïîâòîðÿþùèåñÿ îñòàòêè
îò äåëåíèÿ íà L. Â êà÷åñòâå I(z1) è I(z2) ðàññìîòðèì ñàìóþ äàëåêî îòñòîÿùóþ
äðóã îò äðóãà ïàðó-ïîâòîð, íå ñîäåðæàùóþñÿ â äðóãîì ïîâòîðå. Îíè íàéäóòñÿ,
òàê êàê â öåïî÷êå ïîâòîðû åñòü. Çàìåòèì, ÷òî â óçëàõ, ðàñïîëàãàþùèõñÿ ìåæäó
I(x) è I(z1) è ìåæäó I(z2) è I(y) âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

• Åñëè íåêîòîðûé óçåë íà ïðîìåæóòêå [I(x), I(z1)) èìååò íåêîòîðûé îñòàòîê
îò äåëåíèÿ íà L, òî íè îäèí óçåë íà ïðîìåæóòêå (I(z2), I(y)] íå èìååò òîãî
æå îñòàòêà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ýòî áûëî òàê, òî ýòî áû ïðîòèâîðå÷èëî
âûáîðó I(z1) è I(z2).
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• Íè îäèí èç îñòàòêîâ óçëîâ íà ïðîìåæóòêå [I(x), I(z1)) è íà ïðîìåæóòêå
(I(z2), I(y)] íå ñîâïàäàåò ñ îñòàòêàìè I(z1) è I(z2) ïî òîé æå ïðè÷èíå.

Òàêèì îáðàçîì, íà ïðîìåæóòêå [I(x), I(z1)) è ïðîìåæóòêå (I(z2), I(y)] â ñóììå
ìåíüøå ðàçëè÷íûõ îñòàòêîâ, ÷åì íà âñåé öåïî÷êå, òîãäà òàì ìåíüøå ïîâòîðîâ,
çíà÷èò, èñòèííà ôîðìóëà âèäà (1) äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ èíäåêñà 0 < p1 < r
è ôîðìóëà âèäà (2) äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ èíäåêñà 0 < p2 < r, òîãäà âåðíà
ôîðìóëà (3).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ÷àñòü öåïî÷êè îò I(z1) äî I(z2). Îíè èìåþò îäèíàêîâûå
îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà L, çíà÷èò, âî-ïåðâûõ, èñòèííà ôîðìóëà (4), à âî-âòîðûõ,
L äåëèò |I(z1)− I(z2)|, òîãäà è p äåëèò |I(z1)− I(z2)|. Åñëè ÷àñòü öåïî÷êè îò I(z1)
äî I(z2) èìååò íå áîëåå p çâåíüåâ, òî îíà ñîâïàäàåò ñ öåïî÷êîé, ïî êîòîðîé áûëà
ïîñòðîåíà îäíà èç ηij , çíà÷èò, âåðíà (5).

Åñëè æå â ýòîé öåïî÷êå áîëüøå p çâåíüåâ, òî åñòü ïîâòîðÿþùèåñÿ îñòàòêè îò
äåëåíèÿ íà p. Ïóñòü ïîâòîðÿþòñÿ îñòàòêè ó ai è ó ai+k. Çàïèøåì íîâóþ öåïî÷êó,
äî ai îíà áóäåò ñîâïàäàòü ñ ïðåæíåé, à ïîñëå áóäåò òà ÷àñòü, ÷òî øëà ïîñëå ai+k.
Òîãäà ïîëó÷èì íîâóþ öåïî÷êó, ó êîòîðîé îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà p ó ïîñëåäíåãî
óçëà ñîâïàäåò ñ òàêèì îñòàòêîâ ó ïðåæíåé öåïî÷êè, íî çâåíüåâ áóäåò ìåíüøå. Ïî-
âòîðÿÿ äàííóþ ïðîöåäóðó, åå ìîæíî áóäåò ñîêðàòèòü äî íåêîòîðîé öåïî÷êè C ñ
êîëè÷åñòâîì çâåíüåâ íå áîëåå p. Çàìåòèì, ÷òî òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó íà÷àëüíûì
è êîíå÷íûì óçëîì öåïî÷êè C áóäåò êðàòíî p è íå áóäåò ïðåâûøàòü L′. Íî òî-
ãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì óçëîì öåïî÷êè C äåëèò L. Çíà÷èò,
ñóùåñòâóåò öåïî÷êà èç I(z1) äî I(z2), ãäå â êà÷åñòâå çâåíà âûñòóïàåò ôîðìóëà,
ïîñòðîåííàÿ ïî C. Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà, ïîñòðîåííàÿ ïî C, ñîâïàäåò ñ îäíîé èç
ηij . Çíà÷èò, èñòèííà è ôîðìóëà (5).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî áóäóò èñòèííû ôîðìóëû (3), (4), (5), çíà÷èò,
áóäåò èñòèííîé è èõ êîíúþíêöèÿ.

3.3 Çâåíüÿ ðàçíûõ çíàêîâ

Îïðåäåëåíèå 10. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó Tx,y

(
N∨
i=1

x = ski(y) ∧Dp(s
mi(x))

)
Áó-

äåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíóþ êîíúþíêöèþ âèäà x = ski(y) ∧Dp(s
mi(x)) âîçìîæ-

íûì çâåíîì, à çíàê ÷èñëà ki � çíàêîì ñîîòâåòñòâóþùåãî çâåíà. Áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî çâåíî ñ íîìåðîì i ïîëîæèòåëüíî, åñëè ki > 0, îòðèöàòåëüíî � åñëè
ki < 0.

Ëåììà 3. Ôîðìóëà âèäà Tx,y

(
N∨
i=1

x = ski(y) ∧Dp(s
mi(x))

)
ïðè p > max

i
{|ki|} èñ-

òèííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò öåïî÷êà, ïîäòâåðæäàþùàÿ åå
èñòèííîñòü, òàêàÿ, ÷òî âñå åå óçëû íàõîäÿòñÿ â ïðîìåæóòêå (min(I(x), I(y))−
h,max(I(x), I(y)) + h), h = p(p2 + 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè I(x) = I(y), òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî, òàê êàê ñóùåñòâóåò
ïóòü íóëåâîé äëèíû. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà I(x) < I(y). Ïóñòü èñòèííà ôîð-

ìóëà Tx,y

(
N∨
i=1

x = ski(y) ∧Dp(s
mi(x))

)
, òîãäà ñóùåñòâóåò öåïî÷êà C, ïîäòâåðæäà-

þùàÿ åå èñòèííîñòü. Ñ÷èòàåì, ÷òî â C íåò öèêëîâ. Ðàññìîòðèì â C íàèìåíüøèé
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óçåë, îáîçíà÷èì åãî amin . Åñëè amin = I(x), òî âñå óçëû öåïî÷êè áîëüøå I(x), è
óæ òåì áîëåå áîëüøå I(x)− (p3 + p). Åñëè æå amin < I(x), òî îòëîæèì îò I(x) äî
amin íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòðåçêè äëèíû p. Ïóñòü íà [amin, I(x)] ïîìåñòèëîñü ðîâíî
r öåëûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ äëèíû p, ïðîíóìåðóåì èõ ÷èñëàìè îò 1 äî r
ñïðàâà íàëåâî. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó I(x) < I(y), òî â C íàéäåòñÿ óçåë u òàêîé,
÷òî I(x) < u è íîìåð u öåïî÷êå C áîëüøå íîìåðà amin (ïî êðàéíåé ìåðå, I(y)
óäîâëåòâîðÿåò âñåì ýòèì óñëîâèÿì). Ïîýòîìó öåïî÷êó îò I(x) äî u ìîæíî ðàçäå-
ëèòü íà äâå ÷àñòè: öåïî÷êó îò I(x) äî amin è îò amin äî u. Îáîçíà÷èì ýòè öåïî÷êè
C ′ è C ′′ ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì óçëû öåïî÷êè C ′, âûáåðåì èç íèõ ìîíîòîííî
óáûâàþùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (bi)

q1
i=1, òàêóþ, ÷òî b1 = I(x), à bi+1 � óçåë ñ

íàèìåíüøèì íîìåðîì òàêîé, ÷òî îí ìåíüøå bi. Ïîñëåäíèé ýëåìåíò òàêîé ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ñîâïàäåò ñ amin. Ïîñòðîèì âîçðàñòàþùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(ci)

q2
i=1 ïî óçëàì öåïî÷êè C ′′: c1 = amax, ci+1 � óçåë ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì òà-

êîé, ÷òî îí áîëüøå ci. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (bi) îáëàäàåò ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì: åñëè bi < bj , òî íîìåð bi â öåïî÷êå áîëüøå íîìåðà bj . Àíàëîãè÷íî,
åñëè ci > cj , òî íîìåð ci â öåïî÷êå áîëüøå, ÷åì íîìåð cj . Â ñèëó p > max

i
{|ki|}

â êàæäîì èç îòëîæåííûõ îòðåçêîâ ëåæèò õîòÿ áû ïî îäíîé òî÷êå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé (bi) è (ci). Åñëè ÷èñëî îòðåçêîâ r > p2, òî ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ õîòÿ áû
äâà òàêèõ ðàçëè÷íûõ îòðåçêà oi1 è oi2 , ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå. Ïóñòü óçëû
w1, w2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (bi) è (ci) ñîîòâåòñòâåííî ïîïàëè â îòðåçîê oi1 , òîãäà
â oi2 ïîïàëè óçëû w′1 è w

′
2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (bi) è (ci) ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì

|w1−w′1| = |w2−w′2| è p äåëèò |w1−w′1|. Äàííîå óñëîâèå áóäåò âûïîëíåíî ïîòîìó,
÷òî ñóùåñòâóåò p2 ñïîñîáîâ ðàçìåñòèòü äâå òî÷êè íà îòðåçêå äëèíû p. Çàìåòèì,
÷òî â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî ïîñòðîèòü íîâóþ öåïî÷êó îò I(x) äî u. Íåîáõîäèìî
âçÿòü ïðåæíþþ öåïî÷êó îò I(x) äî amin, óäàëèòü èç íåå âñå çâåíüÿ ìåæäó w1 è w

′
1

è ïîëó÷èòü íîâóþ öåïî÷êó C1 îò I(x) äî íîâîé òî÷êè a′min. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü,
òàê êàê ó óçëîâ w1 è w′1 îäèíàêîâûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà p. Òàêæå çàìåòèì,
÷òî a′min = amin + |w1 − w′1|, òàê ÷òî ó amin è a′min òàêæå îäèíàêîâûå îñòàòêè îò
äåëåíèÿ íà p. Çàòåì íåîáõîäèìî âçÿòü ñòàðóþ öåïî÷êó îò amin äî u è óäàëèòü èç
íåå âñå çâåíüÿ ìåæäó w2 è w′2, ïîëó÷èâ öåïî÷êó C2, ÷òî òàêæå âîçìîæíî â ñèëó
ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ ïðèâåäåííûì âûøå. Îñòàåòñÿ òîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíî
ñîåäèíèòü öåïî÷êè C1 è C2, òî âîçìîæíî â ñèëó ðàâåíñòâà îñòàòêîâ amin è a′min.
Îñòàåòñÿ òîëüêî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëåäíèé óçåë íîâîé öåïî÷êè ñîâïàäàåò ñ u, òàê
êàê äëèíû óäàëåííûõ ÷àñòåé ñîâïàäàþò. Ê òîìó æå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òî÷êà
a′min ñäâèíóëàñü â áîëüøóþ ñòîðîíó õîòÿ áû íà p ïî ñðàâíåíèþ ñ amin, òàêèì
îáðàçîì, êîëè÷åñòâî öåëûõ îòðåçêîâ äëèíû p, ïîìåùàþùèõñÿ ìåæäó I(x) è amin,
óìåíüøèëîñü ïî êðàéíåé ìåðå íà 1 ïî ñðàâíåíèþ ñ r. Îïèñàííóþ ïðîöåäóðó íåîá-
õîäèìî ïîâòîðÿòü äî òåõ ïîð, ïîêà íå îêàæåòñÿ, ÷òî ìåæäó íàèìåíüøèì óçëîì
öåïî÷êè è I(x) ïîìåùàåòñÿ íå áîëåå p2 öåëûõ îòðåçêîâ äëèíû p. Íî ýòî è áóäåò
îçíà÷àòü, ÷òî âñå óçëû öåïî÷êè áîëüøå I(x)− (p3 + p). Äàëåå, ïðîâîäÿ àíàëîãè÷-
íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷åííîé öåïî÷êè, ñòðîèì îêîí÷àòåëüíóþ öåïî÷êó, ãäå âñå
óçëû ìåíüøå â äîïîëíåíèå ê ïðåäûäóùåìó óñëîâèþ åùå è ìåíüøå I(y) + (p3 + p).
Äëÿ ýòîãî ðàññìàòðèâàåì ó÷àñòîê îò I(y) äî ìàêñèìàëüíîãî óçëà amax, ðàçáèâàåì
åãî íà îòðåçêè äëèíû p, åñëè îòðåçêîâ ïîëó÷èëîñü õîòÿ áû p2 èëè áîëåå � ïðîâî-
äèì ñîêðàùåíèå öåïî÷êè. Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ó÷àñòêà öåïî÷êè ìåæäó I(y)è amax
ïîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ ñíîâà ñîêðàòèòü öåïî÷êó ìåæäó I(x) è amin è ò.ä. Îäíàêî
öåïî÷êà èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî óçëîâ. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå ñîêðàùåíèÿ êîëè÷åñòâî
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óçëîâ â öåïî÷êå óìåíüøàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, áåñêîíå÷íî âûïîëíÿòü ñîêðàùåíèÿ
íåëüçÿ, ïðîöåññ îáÿçàòåëüíî îñòàíîâèòñÿ. Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî âñå óçëû íàõî-
äÿòñÿ â ïðîìåæóòêå (min(I(x), I(y))− (p3 + p),max(I(x), I(y)) + (p3 + p)) Â ñëó÷àå,
êîãäà I(x) > I(y), ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî íåîáõîäèìî
áóäåò ðàññìàòðèâàòü ó÷àñòîê îò I(x) äî ìàêñèìàëüíîãî óçëà öåïî÷êè è ó÷àñòîê
îò ìèíèìàëüíîãî óçëà öåïî÷êè äî I(y). Â îáðàòíóþ ñòîðîíó ñëåäîâàíèå òðèâè-
àëüíî, öåïî÷êà, îáëàäàþùàÿ äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè ïî-ïðåæíåìó ãîäèòñÿ
â êà÷åñòâå ïîäòâåðæäàþùåé èñòèííîñòü îïåðàòîðà òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ.

Òåîðåìà 8. Äëÿ ôîðìóëû âèäà Tx,y

(
N∨
i=1

x = ski(y) ∧Dp(s
mi(x))

)
ñóùåñòâóåò ýê-

âèâàëåíòíàÿ ôîðìóëà, â êîòîðîé êàæäîå òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå èìååò òîëü-
êî çâåíüÿ îäíîãî è òîãî æå çíàêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðîâåäåì íåêîòîðûå ïîäãîòîâèòåëüíûå ðàññóæäåíèÿ,
çàòåì ïîñòðîèì òðåáóåìóþ ôîðìóëó. Âñå ïðåäèêàòû âèäà Dp ìîæíî ïðèâåñòè ê ê
âèäó Df , ãäå ìîæíî ïîëîæèòü f = 2pmax

i
{|ki|}, à çàòåì ïðèâåñòè ôîðìóëó ê ÄÍÔ.

Îáîçíà÷èì Φ(x, y) ≡

(
N∨
i=1

x = ski(y) ∧Df (smi(x))

)
. Ïóñòü èñòèííî ðàññìàòðèâà-

åìîå òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò öåïî÷êà C, ïîäòâåðæäàþùàÿ
èñòèííîñòü îïåðàòîðà òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ. Ïóñòü I(x) < I(y). Òîãäà â öå-
ïî÷êå C íàéäåòñÿ òàêîé óçåë w, òî I(x) < w è ñðåäè âñåõ óçëîâ, áîëüøèõ I(x), óçåë
w èìååò íàèìåíüøèé íîìåð â C. Òàêîé óçåë ñóùåñòâóåò, èáî I(x) < I(y). Çàìåòèì,
÷òî I(x) + 1 ≤ w ≤ I(x) +K, ãäå K = max

i
{|ki|}. Òîãäà ñóùåñòâóåò öåïî÷êà îò I(x)

äî w, ïðè÷åì, â ñèëó ëåììû 3 íè îäèí óçåë ýòîé öåïî÷êè íå âûõîäèò çà ãðàíèöû
êîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà (I(x) − (f3 + f), I(x) + K + f3 + f). Òîãäà âñÿêàÿ òàêàÿ
öåïî÷êà áåç öèêëîâ áóäåò èìåòü íå áîëåå 2(f3 + f) +K− 1 óçëîâ. Öåïî÷åê ñ òàêèì
êîëè÷åñòâîì óçëîâ ñî çâåíüÿìè èç Φ êîíå÷íîå ÷èñëî, òó öåïî÷êó, êîòîðàÿ âåäåò
èç x â w ìîæíî íàéòè, ïåðåáèðàÿ âñå òàêèå öåïî÷êè. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñóììà
äëèí çâåíüåâ â ýòîé öåïî÷êå ñ ó÷åòîì çíàêîâ áóäåò ïîëîæèòåëüíà. Åñëè w = I(y),
òî öåïî÷êà íà ýòîì çàêàí÷èâàåòñÿ. Åñëè æå w 6= I(y), òî ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå
ðàññóæäåíèÿ, ìîæíî ïîêàçàòü ÷òî åñëè ìû íàõîäèìñÿ â íåêîòîðîì óçëå öåïî÷êè
è åñòü òàêîé óçåë, áîëüøèé èñõîäíîãî, íî ñðåäè âñåõ òàêèõ îáëàäàþùèé ìèíè-
ìàëüíûì íîìåðîì, òî öåïî÷êà äî íåãî íå ìîæåò èìåòü áîëüøå 2(f3 + f) + K − 1
óçëîâ. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî äîáðàòüñÿ äî íàèáîëüøåãî óçëà öåïî÷êè amax. Åñ-
ëè amax = I(y), òî öåïî÷êà íà ýòîì çàêàí÷èâàåòñÿ. Åñëè æå amax > I(y), òî â
ñèëó ëåììû 3 amax áîëüøå íåãî íå áîëåå ÷åì íà f3 + f − 1. Çíà÷åíèå amax ìîæ-
íî íàéòè, ïåðåáðàâ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê. Ïóñòü amax = I(y) + d. Ïðè ýòîì
åñòü öåïî÷êà îò amax äî I(y). Â ñèëó ëåììû 3 âñå óçëû öåïî÷êè ïîïàäàþò è ïðî-
ìåæóòîê (I(y) − (f3 + f), I(y) + d + (f3 + f)), èìåþùèé èçâåñòíóþ äëèíó. Òîãäà
öåïî÷êà áåç öèêëîâ, íà÷èíàþùàÿñÿ â amax è çàêàí÷èâàþùàÿñÿ â I(y), íå ìîæåò
èìåòü äëèíó áîëüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî òî÷åê íà ýòîì ïðîìåæóòêå. Àíàëîãè÷íûå ðàñ-
ñóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè ïðè óñëîâèè, ÷òî I(x) > I(y), òîëüêî äâèãàòüñÿ íóæíî
áóäåò íå äî íàèáîëüøåãî, à äî íàèìåíüøåãî óçëà öåïî÷êè. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ
êîíå÷íóþ öåïî÷êó C ′ áåç öèêëîâ, òàêóþ, ÷òî â åå ôîðìóëå íåò ïðîòèâîðå÷àùèõ
ïðåäèêàòîâ Df . Ïóñòü åå ïåðâûé óçåë a1 óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó óñëîâèþ äåëè-
ìîñòèDf (sm(a1)). Âû÷èñëèì ñóììó äëèí çâåíüåâ â òàêîé öåïî÷êå ñ ó÷åòîì çíàêîâ.
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Ïóñòü ýòà ñóììà ðàâíà K ′. Ïîñòðîèì ôîðìóëó x = sK
′
(y)∧Df (sm(x)). Îáîçíà÷èì

òàêóþ ôîðìóëó ΨC′(x, y). Çàìåòèì, ÷òî îò x äî y âåäåò öåïî÷êà C ′ òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà èñòèííà ΨC′(x, y). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêèå
¾ñëîæíûå¿ çâåíüÿ âìåñòî ðàññìîòðåíèÿ öåïî÷êè ôèêñèðîâàííîé äëèíû. Òåïåðü
ïîñòðîèì ôîðìóëó, ýêâèâàëåíòíóþ òðàíçèòèâíîìó çàìûêàíèþ èç ôîðìóëèðîâêè
òåîðåìû. Ïóñòü h � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Öåïî÷åê ñî çâåíüÿìè èç Φ, èìåþùèõ
íå áîëåå h óçëîâ, èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì åãî M . Çàíóìåðóåì òàêèå
öåïî÷êè êàêèì-ëèáî îáðàçîì. Çàìåòèì, ÷òî âñå çâåíüÿ èç Φ òàêæå âõîäÿò â ýòó
íóìåðàöèþ ïîä êàêèìè-òî íîìåðàìè. Ïóñòü Ci � öåïî÷êà ñ íîìåðîì i â òàêîé íó-
ìåðàöèè. Ïîñòðîèì ïî íåé ôîðìóëó ΨCi(x, y) ≡

(
x = sKi(y) ∧Df (sri (x))

)
, êàê îïè-

ñàíî âûøå. Ïîñòðîèì òàêèå ôîðìóëû äëÿ âñåõ öåïî÷åê. Áóäåì îáîçíà÷àòü Γh(x, y)
äèçúþíêöèþ âñåõ ΨCi(x, y), ïîñòðîåííûõ ïî öåïî÷êàì áåç ïîâòîðîâ óçëîâ ñ êîëè-
÷åñòâîì óçëîâ íå áîëåå h, òàêèõ, ÷òî â íèõ Ki > 0, àíàëîãè÷íî îáîçíà÷èì ∆h(x, y)
äèçúþíêöèþ âñåõ ôîðìóë ΨCi(x, y), ïîñòðîåííûõ ïî öåïî÷êàì áåç ïîâòîðîâ óç-
ëîâ ñ êîëè÷åñòâîì óçëîâ íå áîëåå h, òàêèõ, ÷òî â íèõ Ki < 0. Òîãäà ôîðìóëà,
ýêâèâàëåíòíàÿ èñõîäíîìó òðàíçèòèâíîìó çàìûêàíèþ, áóäåò èìåòü âèä

(x = y) ∨

[
(x < y) ∧ ∃z

(
Tx,z

(
Γ2(f3+f)+K−1(x, z)

)
∧

∧

(
(y = z) ∨

f3+f−1∨
d=1

(
z = sd(y) ∧∆d+2(f3+f)−1(z, y)

)))]
∨

∨

[
(x > y) ∧ ∃z

(
Tx,z

(
∆2(f3+f)+K−1(x, z)

)
∧

∧

(
(y = z) ∨

f3+f−1∨
d=1

(
z = s−d(y) ∧ Γd+2(f3+f)−1(z, y)

)))]
.

Ïîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü ôîðìóë. Ïóñòü èñòèííî èñõîäíîå òðàíçèòèâíîå çàìû-
êàíèå. Åñëè ïðè ýòîì x = y, òî èñòèííà è ïîñòðîåííàÿ íàìè ôîðìóëà. Åñëè æå
x < y (x > y), òî ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà çâåíüåâ èç Γ2(f3+f)+K−1(x, z)(
∆2(f3+f)+K−1(x, z)

)
ìîæíî äîáðàòüñÿ äî íàèáîëüøåãî (íàèìåíüøåãî) óçëà öåïî÷-

êè. Èìåííî åãî ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå I(z). Ëèáî I(z) = I(y), ëèáî I(y) < I(z)
(I(y) > I(z)) è îòñòîèò îò íåãî íå áîëåå, ÷òî íà f3 +f−1, à ïîñëå îò z äî y åñòü öå-
ïî÷êà ñ êîëè÷åñòâîì çâåíüåâ íå áîëåå d+2(f3 +f)−1, ïðè÷åì, ýòà öåïî÷êà òàêîâà,
÷òî ñóììàðíàÿ äëèíà ïóòè ïî íåé îòðèöàòåëüíà (ïîëîæèòåëüíà). Â îáðàòíóþ ñòî-
ðîíó ñëåäîâàíèå òðèâèàëüíî, ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû h ëþáîé èç ÷ëåíîâ
Γh è ∆h ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çâåíüåâ èç Φ. Îñòàåòñÿ òîëüêî
çàìåòèòü, ÷òî Γh è ∆h ñîäåðæàò òîëüêî çâåíüÿ ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ
çíàêîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåí âîïðîñ î òðàíçèòèâíîì çàìûêàíèè ôîðìóë ñ ôóíê-
öèåé ñëåäîâàíèÿ è ïðåäèêàòàìè äåëèìîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè äîïóñêàòü òðàíçè-
òèâíîå çàìûêàíèå õîòÿ áû ïî äâóì ïàðàì ïåðåìåííûõ, òî âûðàçèìû ñëîæåíèå è
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óìíîæåíèå, òàêàÿ òåîðèÿ ðàçðåøèìîé íå ÿâëÿåòñÿ. Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ôîð-
ìóë, ïîëîæèòåëüíî ñîäåðæàùèõ ôóíêöèþ ñëåäîâàíèÿ è ïðåäèêàòû äåëèìîñòè,
ñóùåñòâóþò ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëû, íå ñîäåðæàùèå îïåðàòîðà òðàíçèòèâíîãî
çàìûêàíèÿ.

Äàëüíåéøèì íàïðàâëåíèåì èçó÷åíèÿ äàííîãî âîïðîñà ìîæåò áûòü ðàññìîòðå-
íèå ôîðìóë, ñîäåðæàùèõ ïîìèìî ñëåäîâàíèÿ íåðàâåíñòâà.
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